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1 部 5 章 

174 頁 残差と予測残差：追加説明（上級） 

(3.26)式に示されるように回帰残差は 

(3.26) X'}yX(X'X){Iyyu 1−−=−= ˆˆ  

と計算されるが,誤差項ベクトルを用いて表示すると 

(A1) ε−= − }')'({ˆ 1XXXXIu  

となる.したがって ûの分散共分散行列は 

(A2) }')'({)'ˆˆ()ˆ( 12 XXXXIuuEuV −−σ==  

となる. 特定の残差については 

(A3) )1()ˆ( 2
ttt huV −σ= , tttt xXXxh 1)'(' −=  n  ,  ,1t L=  

と記することは既に述べた. 'tx は X行列の第 t行である. 標準化残差は 

(A4) 
tt

t

h
u
−σ 1

ˆ
 

となる. 

 全観測値から第 t観測値を除いた yおよび X を )(ty および )(tX とする.第 t 観

測値を除いた最小 2乗推定量は 

(A5) )()'())()'(()( 1 tytXtXtXtb −=  

となるが, )(tb を用いて第 t観測値 ty を予測し,その予測誤差を求めると 

(A6) )('ˆ * tbxyu tt −=  

と定義できる. ところが,証明は後で示すが,残差と予測誤差には 

(A7) 
tt

t
t h

uu
−

=
1

ˆˆ *  

という関係がある.この等式によれば,予測誤差は全観測値を用いた回帰残差を

)1( tth− で割れば求まり,あらためて予測残差を計算する必要はない.各変数の影

響度を調べるような分析は,比較的観測個数が大きいクロスセクション分析で

使われるが,観測個数が 1000 程もあれば(A7)式を求めるにはかなりの計算時間

がかかる.したがって,(A7)式の分母の計算には要領の良いプログラムが必要で
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ある.特に逆行列の計算を避ける工夫が必要である.この等式により 

(A8) 
tttt

t
t hh

uVuV
−
σ

=
−

=
1)1(

)ˆ()ˆ(
2

2
*  

となる.標準化予測誤差（ *ˆ tu を標準化した統計量）は 

(A9) *ˆ
1

t
tt u

h
σ
−
 

であるが,(A7)によりσの推定量が共通であれば標準化残差と標準化予測誤差

統計量は一致する. 

 

(A7)式の証明 yXXXb ')'( 1−= とすれば,係数の更新公式（up-dating formula）

により 

(A10) ))('())()'((
))()'(('1

1)( 1
1 tbxyxtXtX
xtXtXx

tbb ttt
tt

−
+

+= −
−  

となる.したがって 

(A11) *
1

1
* ˆ 

))()'(('1
))()'(('ˆˆ t

tt

tt
tt u

xtXtXx
xtXtXxuu −

−

+
−= *

1 ˆ 
))()'(('1

1
t

tt
u

xtXtXx −+
=  

となる.ところで ')()'(' ttxxtXtXXX +=  であるから,逆行列 

に関する更新公式（up-dating formula）を変型すると 

(A12) 11 )''())()'(( −− −= ttxxXXtXtX 111 )'(')'(
1

1)'( −−−

−
+= XXxxXX

h
XX tt

tt
 

だから, 'x t と tx を前後から掛ければ 

(A13) 
tttt

tt
tttt hh

hhxtXtXx
−

=
−

++=+ −

1
1

1
)(1))()'(('1

2
1  

と簡略化できる.従って(A7)が求まる.(終わり) 

 

ダミー変数回帰 第 t 点で 1 をとるダミー変数 tD を使った回帰を使えば,予測誤

差はダミー変数の係数推定量として求まる.この回帰についての説明を続けよ

う.t 点で 1をとる一点ダミー変数を tD と記せば,回帰式は 
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(A14) δ+β=   ' iii Dxy   I=1,2,・ ・ ・ ,n 

となる. 一点ダミー tD がもたらす結果をまとめよう. 

1. 第 t 点においては残差は 0となる. 

2. 他の点の残差は, )1n( − 点の観測値を使った回帰残差に一致する. 

3. tD の係数推定量は予測誤差に等しく,t 統計量は標準化予測誤差に等し

い. 

証明 最小 2乗推定量の基準にもどると 

(A15) 2'

1
)  ( δ−β−∑

=
iii

n

i
Dxy 2'2' ) () ( δ−β−+β−∑=

≠
ttii

n

ti
xyxy  

となるから *' ˆ(t) ˆ
ttt ubxy =−=δ , )(tb は t 点を除いた 2 乗和の最小化から求まる.

ダミー変数の係数推定量は予測誤差に一致する. δ̂に関する t統計量は 

(A16) *ˆ
ˆ

1
t

tt u
h

t
σ
−

=δ  

となり,標準化予測誤差に等しい. ただし, 2σ̂ の推定に使われる残差変動は,t 点

を除いた回帰の残差変動になっている. （終わり） 

 

練習問題解答 

問2． ラグランジ乗数検定は,人工的に作った回帰式 

   誤差項+
β∂
ε∂

+++
β∂
ε∂

+
β∂
ε∂

+
φ∂
ε∂

=ε +
K

t
1K

2

t
3

1

t
2

t
1t cccc L  

を基にする.実際の検定においては,左辺は帰無仮説の下で評価する.帰無仮説

の下では tt u=ε  となり,かつ tu は帰無仮説の下で評価すればよいが,これは

147 頁の(4.7)式で定められる残差,あるいは(5.4)式に一致する.右辺について

も同様で,各一次微分を帰無仮説の下で評価すればよい. 

( ) ( )1KtKtK1t1t111ttt xxxxyy −−− φ−β−−φ−β−φ−=ε L ,だから,帰無仮説の下で,

一次微分は 
∂ε t

∂φ
= −ut −1, ( ) kt01ktkt

k

t xxx, −=φ−−=
∂β
∂ε

=φ−L  , K,,2,1k L= ,などと

なる. これは(16)式の説明変数である． 
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問 4 最小２乗推定量を分解すると

∑

∑ θε+ε
+β=

∑

∑
+β=β

=

=
−

=

=
n

1i

2*
t1

n

1i
1tt

*
t1

1n

1i

2*
t1

n

1i
t

*
t1

11
)x(

)(x

)x(

ux
ˆ  

となる.右辺第二項の期待値は０であるから,最小２乗推定量は不偏となる.分

散を計算するには,この項の分子を,同じ期の εで整理する.例えば第１期なら

ば, 12
*

121
*

11 xx −θε+ε が同期の εとなる.この項は 1
*

12
*

11 )xx( εθ+ となる.この様な項

は, 1
*

12x θε , 2
*

13
*

12 )xx( εθ+ , 3
*

14
*

13 )xx( εθ+ , 1n
*

n1
*

1n1 )xx(, −− εθ+L n
*

n1x, ε  まで存在

する.かつこの様な項は異なる εを含んでいるので,互いに独立である.したがっ

て,分子の分散は, 

})x()xx()x{(}x)xx(x{E 2*
n1

2*
1t1

*
t1

1n

1t

2*
12

22
n

*
n1t

*
1t1

*
t1

1n

2t
1

*
12 +θ+∑+θσ=ε+εθ+∑+θε +

−

=
+

−

=
  

となる.分母は定数の和からなるから,２乗を求めるだけでよい. 

 

問 5 
∑

∑
≈ −

2
t

1tt

u
uu

r .ｎについての確率極限を計算すると,  

( ),u,uCovuu
n
1limp 1tt

n

2t
1ttn −

=
−∞→ =∑  ( )t

n

1t

2
tn uVu

n
1plim =∑

=
∞→ ．従って，

( )
( )t

1tt
n uV

u,uCov)r(limp −
∞→ = ( ) 21tt 1

u,uCorr
θ+

θ
== − である．（このような確率極限の

計算には,高度の知識が要請される.）最後の等式は，uの分散共分散行列から導

かれる. 

 

問6 注：この問題は Bです.またｔ統計量は,φ係数に関するものです. 

  96 頁の(3.51)式によれば,追加変数に関する t統計量の２乗は,追加変数に

関する F統計量に等しい.（これはよく知られている.）ここでは,追加変数とは

1tû − であるから,φ係数に関する t統計量の 2乗が,追加変数 1tû − に関する F統計

量に一致する.したがって,(5.18)式における最初の等号は自明である. 

第二の等号を証明しよう.(5.16)式をにおいて,左辺の被説明変数は(5.4)
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式で定義される tû である.あるいは,帰無仮説 0=φ のもとで,(5.16)式を推定し

てもとまった残差である,といってもよい.そしてこの tû は,残差の性質により K

個の説明変数と直交している.だから,帰無仮説 0=φ の下で(5.16)式を推定して

もとまる各回帰係数の推定値は０になる.さらに,帰無仮説 0=φ の下での(5.16)

式の RSS は, tû の 2乗和であり,残差の平均は０であるから,TSS に一致する.（K

個の説明変数の一つは定数である.）つまり,RSS(H0)=TSS となる. 

  F 統計量は帰無と対立の下での RSS によって定義さ

れ,F=
)H(RSS

)H(RSS)H(RSS
1

1Kn

A

A0 −−−
 となる.RSS(HA)は,(5.16)式の残差 2乗和で

ある.ところが RSS(H0)=TSS だから,この F統計量は )H(RSS
)H(RSSTSS)1Kn(

A

A−
−− と

書け,(5.18)式の右端が導かれる. 

 

問7 誤差項は問 2と同様に AR(1)に従っている．問 2 と同様にすれば良い． 

 

問 8 1) ut = φut −1 + ε tの両辺にyt −1をかけて期待値をもとめると, 

E(utyt −1 ) = φE(ut −1y t −1) + E(ε ty t −1) = φE(ut −1y t −1) . 

2)yt = γ y t −1 + utの両辺にutをかけて期待値をとると,E(ytut ) = γ E(yt −1u t ) + E(ut
2 ) 

= φ γ E(ut−1y t −1) + E(ut
2 ),定常性によりE(ytut ) = σu

2 (1 − φγ ). 

3) ytを 2乗して期待値を取ると,E(yt
2 ) = γ 2E(yt −1

2 ) + 2γE(utyt −1) + E(ut
2 ) . 

定常性により,E(yt
2 ) = (σu

2 + 2γE(utyt −1)) /(1 − γ 2 ). 

1), 2)の結果を 3)に代入し,整理すると plim
Σyt −1ut / T

Σyt
2 / T

=
E(yt −1ut )

E(yt
2 )

=
φ(1− γ 2 )

1 + γφ
. 

 

問 9 ˆ β =
xt − x ( )yt∑
xt − x ( )2

∑
= β + δ

xt − x ( )zt∑
xt − x ( )2

∑
+

xt − x ( )ε t∑
xt − x ( )2

∑
. ztが定数項と xtとに直 

交， zt = 0,∑ xtzt = 0∑ であれば明らかにバイアス項は消える． 

 



 6

問 11 1)略．2) (
1

2σ i
2 g iwi∑ )2 =

1
4σ i

2σ j
2 gig jwiwj

j
∑

i
∑ , E(gigj) = 2(i = j) ,

 E(gigj) = 0(i ≠ j)より. 

 

問 12 1) ( )ε φ γ φt t t t ty y y y= − − −− − −1 1 2 より. 2) 問 8 と同様にすればよい．

E ytyt −1( )= γE yt
2( )+ E utyt−1( ),σu

2 =
σ2

1− φ2  .(9)式を参考にする.この問により,最

尤推定量の共分散行列およびその一致推定量

は, n cov( ˆ γ , ˆ φ ) =
1

σ2

1/(1− γ 2 ), 1/(1− φ γ)
1/(1− φ γ), 1/(1− φ2 )

 

 
 

 

 
 

−1

,n 
Σ ˆ v t

2 Σ ˆ v t ˆ u t −1

Σ ˆ u t −1ˆ v t Σ ˆ u t −1
2

 

 
 

 

 
 

−1

 

で与えられることが分かる.この推定法はラグ付き変数の有無にかかわらず使

えるから,便利がよい.2)は括弧内を一個の変数と考える.この問は畠中道雄に

よる推定法の,異なる導出を示す. 

 

1 部 6 章 

練習問題解答 

問 10 正規方程式は
  

xki yi − β0 − β1x1i − ... − βKxKi − dTD10( )= 0   (k = 1 ... K)
i =1

T
∑ , 

y54 − β0 − β1x1,54 − ... −βKxK54 − d = 0 .後式からｄを求め前式に代入すると,前式か

ら 54 年を除く結果になる. 

 

二部 

7 章  

練習問題解答 

問 5 AR(2)の AC 関数の項を参照して計算する. 

 

問 6 p 次の自己回帰において行う.X t = µ + ∑ k=1,3φk Xt − k + ε tより, 
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E(X t) = µ /(1 − φ1 − ... − φ3) = mを得て,元の式の平均を調整すれ

ば,X t − m = ∑ k=1,3φk (X t −k − m) + ε tとなる.両辺にX t − mを掛けて期待値をとり

整理すると,最終項についてはE(X t − m)ε t = E{(∑ k =1,3φk(Xt − k − m) + ε t )ε t}= σ2
 

だから,γ (0) = σ2 /(1 − φ1ρ(1) − φ2ρ(2) − φ3ρ(3))  となる.次にE((X t −1 − m)ε t ) = 0に

注意して,両辺に(X t −1 − m)を掛けて期待値をとりγ (0)で両辺を割ると 

ρ(1) = φ1 + ρ(1)φ2 +ρ(2)φ3,(X t −2 − m)を掛けてγ (0)で両辺を割ると 

ρ(2) = ρ(1)φ1 + φ2 + ρ(1)φ3,となる.未知数は 2個なのでρ(1)とρ(2)が解ける.より

高次については,ρ(3) = ρ(2)φ1 + ρ(1)φ2 + φ3,といった定差方程式が使える.3 次ま

での自己相関を使えば共分散が定まる.解けばρ 1( )=
φ1 + φ2φ3

1 − φ2 − φ1φ3 − φ2φ3 − φ3
2 .あ

とは,高次の式に代入すればよい. 

問 7 PAC 関数は pac 1( )= ρ 1( ), 2 次の式 
1 ρ 1( )

ρ 1( ) 1
 

 
 

 

 
 

*
pac(2)

 
 
 

 
 
 =

ρ 1( )
ρ 2( )

 

 
 

 

 
 を解い

て, pac 2( )= (ρ 2( )− ρ 1( )2 ) /(1 −ρ 1( )2 ) ,3 次の式を解けば pac 3( ) = φ3,4 次の式を解け

ば pac 4( )= 0となる. 

 

問 8  問題文を理解すればよい. 

 

問9  1. 分母をnで割ると分散σ2
に収束する.分子のXを分母のσで標準化す

れば,分子の Xは平均０分散１になるので,漸近的にこのように近似できる. 

2．V(r) =
1
n2 E( XtXt −1∑ )2 =

1
n2 E( X t

2Xt −1
2∑ ) =

1
n2 E(Xt

2 )E(X t −1
2∑ ) =

1
n
.  

（Ｘの分散は１である.独立性により交差する項の期待値は全て０となる.） 

3．前問と同様だが,１項ずれた交差項についてはE(X tXt −1X t −2X t −3 ) = ρ1
2
 となる. 

したがってV(r2 ) =
1
n2 E( X tXt −2∑ )2 =

1
n2 E Xt

2 Xt −2
2∑( )+ 2E XtX t −1X t− 2X t− 3∑( ){ } 

=
1
n2 n + 2nρ1

2( )=
1
n

(1 + 2ρ1
2) . 

4. この時は１項ずれた交差項でE(X tXt −1X t −3Xt − 4 ) = ρ1
2
,２項ずれた交差項で
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E(X tXt −2 Xt −3X t− 5 ) = ρ2
2
となる.したがって,V(r3) =

1
n2 E XtX t− 3∑( )2

 

=
1
n2 {E Xt

2X t −3
2∑( )+ 2E X tXt −1Xt −3X t− 4∑( )+ 2E XtXt − 2Xt − 3Xt −5∑( )}

=
1
n

(1+ 2ρ1
2 + 2ρ2

2 ) . 

 

9 章 

練習問題解答 

問 6 V(ηn / n ) = σ2
は容易に分かる.係数推定量の分母と分子をσ2

で割れば,

各ε tをσで割った表現が導かれる.更に,X t −1をηt −1に置き換えれば最終式をえ

る. 

問 7 問 6 の変型だが,誤差分散をσ2
に置き換えればよい. 

問 8 回帰式yt = γxt + utの係数の最小２乗推定量は以下の通りである. 

 ˆ γ = ∑ xtyt

∑ xt
2 = ∑ (αt + ε t )(βt + ω t )

∑ (βt + ω t )
2 =

αβ∑ t 2 + α∑ tω t + β∑ tε t + ∑ ε tω t

β2 ∑ t2 + 2β∑ tω t + ∑ ω t
2 . 

E(tε t ) = E(tω t ) = E(ε tω t ) = 0,V(tε t ) = t2σω
2
,V(tω t ) = t2σε

2
,V(ε tω t ) = σε

2σω
2
であ

り,∑ t2 = O(n3)（n3
で割れば極限で定数に収束する.）である.分母分子をn3

で

除して極限を求めれば, 

lim ∑ t2 / n3 = 1/ 3, plim ∑ tω t / n3 = 0 , plim ∑ ε tω t / n3 = 0 , plim ∑ ω t
2 / n3 = 0  

を得る.以上から plim ˆ γ = α / βである. 

 

10章 

練習問題解答 

問 1 (1)の b bx y, の推定量 $ , $b bx yが一致することは明らかである．ここで(２)

の推定量を $ , $c cx y，(3)の推定量を $ , $ , $* *γ c cx yとし, ˆ c x
* = ˆ c x − ˆ γ ̂  b x , ˆ c y

* = ˆ c y − ˆ γ ̂  b yを示せ

ばよい． 1 部 3 章の手順に従いxtをxt −1とyt −1に回帰した残差をxt
*
と定義すれ

ば,xt
* = xt − ˆ b xxt −1 − ˆ b yyt −1 となる.だから,(3)は

yt = γxt
* + (cx

* + γˆ b x )xt −1 + (cy
* + γˆ b y )yt −1 + errorと恒等的に変換できる.xt

*
と他の
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ラグ変数が直交しているため,xt −1とyt −1の係数推定量は(2)式の係数推定量

$ , $c cx yに一致する.したがって先の等式が成立する. 

問 2 (1) (2)の残差を各々ext ,eytと置く．(σxy / σxx )の推定量は

∑ (ext )(eyt )/ ∑ (ext)
2
である．前問よりextはxt

*
に他ならない.前問より (3)のγ

の推定量は,∑ (ext )yt / ∑ (ext )
2
となるが,分子は同値である. 

問 3 ηxt = εxt − γ xεztで,εztと独立であるためにγ x = σxz / σzzである． 

E(ηxtεzt) =0. 

 

問5 ηyt = εyt − γ yεzt ,γ y = σyz / σzzである．従って，E ηxtηyt( )= E ηxtεyt( ) 
= σxy − (σxzσyz / σzz )を得る． 

 

問 10 E(εy − γεx )2
を展開してから期待値を計算し,整理する. 

 

11章 

解説（追加） 

 誤差修正モデル（11 章 3 節）は Aから Eまでに分類されている.これらの五モ

デルには大した差が無いと思われるかもしれないが,例えば Bと Cでは次のよう

な差がある. 

 B は定数項に制約があり,VAR の定数項は長期均衡式の定数項に組み込まれて

しまう.この場合（11.15）および長期均衡式より 

（11.15'） tt
2

1
t v z ε+








α
α

=∆  

と理論的な表現が導かれる.初期値を 0z として累積和をとると,この式は, 

（11.15''） i

t

1i
i

t

1i2

1
0t vzz ε∑+∑








α
α

+=
==
 

と I(1)変数および初期値の和として表現できる.他方 Cは 
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（11.17'） tt
2

1
t vz ε+








α
α

+µ=∆  

となるから,累積和をとれば 

（11.17''） i

t

1i
t

t

1i2

1
0t v tzz ε∑+∑








α
α

+µ+=
==
 

となる. 

 明らかなように（11.15''）は 0z 周辺での和分変動を示し,（11.17''）は（ 0z +

確定トレンド）周辺での和分変動を示す.モデル D と E の差も,同じ手法で導く

ことができる.特に Eは（確定トレンド）の 2乗項が含まれる. 

 

練習問題解答 

問 9 誤差項の定義が重要だが,誤差項が与えられれば明らか.VMA から ECM が

導出できることは重要で,VAR,ECM,VMA に関する表現定理とよばれる. 

 

問 10 xt = δzt + ω tは,誤差項定常で通常の共和分回帰となり,δは一致推定でき

る.yt = β(δzt + ω t ) + γzt + ut = (βδ + γ)zt + βω t + utより,誤差項定常となって共和

分回帰になり,一致推定できる.yt − (βδ + γ)zt = βω t + utは誤差項は標準で,一致

推定できる. 


